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Propiedades en muestras pequeñas de los estimadores
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Referencias: Cap. 7 y 8 Hansen (Introduction to Econometrics), y cap. 3 de Wooldridge.
2



Estimador

• Dada una muestra aleatoria podemos calcular un estimador para “aproximar” los

parámetros poblacionales de interés.

• Nos interesa que el estimador tenga “buenas” propiedades.

• En este curso nos enfocamos en las propiedades del estimador cuando N → ∞, las
propiedades asintóticas.

1. Cuando N crece, la distribución del estimador se concentra alrededor del parámetro

(consistencia)

2. Cuando N crece la distribución del estimador (estandarizada) se acerca a una

distribución normal (distribución asintótica normal)

• En esta unidad vamos a estudiar teoremas que nos permitan obtener las

propiedades asintóticas de los estimadores que vamos a estudiar durante el curso.
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Propiedades en muestras pequeñas

de los estimadores



Repaso de estad́ıstica

• Parámetro: Caracteŕıstica de la población de interés. Ejemplo: µ = E(y)

• Muestra aleatoria: Muestra de tamaño N de la población obtenida en forma

aleatoria y con reeemplazo {y1, y2, ..., yN}.
El muestreo aleatorio nos asegura que y1, y2, ..., yN se distribuyen i.i.d.

• Estimador: Un estad́ıstico (función de las variables muestrales) que se utiliza para

estimar un parámetro de interés. Ejemplo: Media muestral ȳ = 1
N

∑N
i=1 yi .

• Recordar las propiedades de la varianza Var(y)

• Var(a+ bx) = b2 Var(x)

• Var(bx + cy) = b2 Var(x) + c2 Var(y) + 2bc Cov(x , y)
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N

∑N
i=1 yi .

• Recordar las propiedades de la varianza Var(y)

• Var(a+ bx) = b2 Var(x)

• Var(bx + cy) = b2 Var(x) + c2 Var(y) + 2bc Cov(x , y)

4



Repaso de estad́ıstica
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Propiedades en muestras pequeñas de los estimadores

• Insesgadez: Un estimador θ̂N de un parámetro θ es insesgado si,

E(θ̂N) = θ para todo N.
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Propiedades en muestras pequeñas de los estimadores

• Eficiencia: Un estimador θ̂N de un parámetro θ es eficiente si,

Var(θ̂N) ≤ Var(θ̃N),

para todo θ̃N en una familia de estimadores de θ con ciertas propiedades (por

ejemplo, insesgados y lineales).
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Ejemplo: Media muestral

• Dada una muestra i.i.d. {y1, ..., yN} con E(yi ) = µ y Var(yi ) = σ2

• Parámetro: µ.

• Estimador: media muestral

ȳ =
1

N

∑
i

yi .
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Ejemplo: Media muestral

• Insesgadez: E(ȳ) = µ
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Ejemplo: Media muestral

• Eficiencia: Var(ȳ) = σ2

N
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Propiedades asintóticas de los

estimadores



Convergencia de variables aleatorias

• El análisis asintótico se ocupa de estudiar la convergencia de una secuencia de

variables aleatorias.

• Cuando aplicamos estos conceptos a econometŕıa, las variables aleatorias son

estimadores cuya distribución depende del tamaño de la muestra N y buscamos la

distribución del estimador cuando N → ∞.
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Ejemplos

• Una secuencia determińıstica puede ser {aN}∞N=1 donde aN = {2 + 1
N }.

11



Ejemplos

• Una secuencia de variables aleatorias puede ser

zN =

{
0 con probabilidad 1− 1

N ,

N con probabilidad 1
N ,
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Ejemplos

• La media muestral para una muestra de tamaño N: ȳN . La secuencia es

{ȳ1, ȳ2, ...}.
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Convergencia para secuencias determińısticas

• Una secuencia determińıstica aN converge a a cuando N → ∞ si para todo δ > 0

existe Nδ < ∞ tal que,

|aN − a| ≤ δ para todo N ≥ Nδ.

• Notación: aN → a ó lim aN = a
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Convergencia para secuencias determińısticas

• Ejemplo: La secuencia determińıstica {aN}∞N=1 donde aN = {2 + 1
N } converge a

limN→∞ aN = 2.
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Convergencia en probabilidad

• Una variable aleatoria zN converge en probabilidad a una constante c cuando

N → ∞ si para todo δ > 0,

lim
N→∞

Pr(|zN − c| ≤ δ) = 1

• Notación: zN
p−→ c ó plim zN = c
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Convergencia en probabilidad

• Ejemplo: Calcule la convergencia en probabilidad de zN

zN =

{
0 con probabilidad 1− 1

N ,

N con probabilidad 1
N ,
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Convergencia en probabilidad

• Ejemplo: Calcule la convergencia en probabilidad de zN

zN =

{
0 con probabilidad 1− 1

N ,

N con probabilidad 1
N ,

• Respuesta: zN
p−→ 0.
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Consistencia

• Consistencia: Un estimador θ̂N de un parámetro θ es consistente si,

θ̂N
p−→ θ cuando N → ∞.
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Ejemplo: Bernoulli con p=0.78
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Ley (débil) de los grandes números (LGN)

• Dada una muestra i.i.d. de tamaño N, si E |y | < ∞, entonces cuando N → ∞,

1

N

N∑
i=1

yi
p−→ E(y).

• Extensión para vectores aleatorios. Definimos a y : Rm × 1. Dada una muestra

i.i.d. de tamaño N, si E |y| < ∞, entonces cuando N → ∞,

1

N

N∑
i=1

yi
p−→ E(y).
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Ejemplos

• Media muestral

ȳ =
1

N

N∑
i=1

yi
p−→ µ

donde µ = E(y).
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Ejemplos

• Media muestral de y2i

1

N

N∑
i=1

y2i
p−→ E(y2)
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Ejemplo: Distribución muestral para ȳN de Bernoulli con p=0.78
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Teorema de la función continua

• Si zN
p−→ c cuando N → ∞, y g(.) es continua en c , entonces

g(zN)
p−→ g(c) cuando N → ∞.
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Ejemplos

• Varianza muestral

S2 =
1

N

N∑
i=1

(yi − ȳ)2

=
1

N

N∑
i=1

y2i − ȳ2
p−→ σ2,

donde σ2 = Var(y).
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Ejemplos

• Desviación estándar muestral: S
p−→ σ
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Diferencias entre insesgadez y consistencia

• Insesgadez no implica consistencia.

Ejemplo: ỹ = y1

• Consistencia no implica insesgadez.

Ejemplo: Varianza muestral S2

• Teorema: Si limN→∞ E(θ̂N) = θ y limN→∞ Var(θ̂N) = 0, entonces

θ̂N
p−→ θ cuando N → ∞.

• Insesgadez asintótica no implica consistencia, y consistencia no implica insesgadez

asintótica.

Ejemplo donde consistencia no implica insesgadez asintótica: zN = 0 con

probabilidad 1− 1/N, y zN = N con probabilidad 1/N.
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asintótica.

Ejemplo donde consistencia no implica insesgadez asintótica: zN = 0 con
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• Consistencia no implica insesgadez.

Ejemplo: Varianza muestral S2

• Teorema: Si limN→∞ E(θ̂N) = θ y limN→∞ Var(θ̂N) = 0, entonces

θ̂N
p−→ θ cuando N → ∞.
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Convergencia en distribución

• Dada una variable aleatoria con función de distribución FN(u) = Pr(zN ≤ u).

zN converge en distribución a z cuando N → ∞ si para todo u en donde

F (u) = Pr(z ≤ u) es continua,

FN(u) → F (u) cuando N → ∞.
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Convergencia en distribución

• Ejemplo: Demuestre que

FN(u) =
exp(Nu)

1 + exp(Nu)
→ F (u) =

{
0 si u < 0,

1 si u ≥ 0.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figure 1: N=1 (azul), N=5 (naranja), N=10 (verde)
30



Convergencia en distribución

• Dada una variable aleatoria con función de distribución FN(u) = Pr(zN ≤ u).
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• Notación: zN
d−→ z .

• Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribución:

zN
p−→ z =⇒ zN

d−→ z .

• Si zN converge en distribución a una constante entonces zN converge en

probabilidad a dicha constante: zN
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p−→ c
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Distribución asintótica normal

• Un estimador θ̂N de un parámetro θ se distribuye
√
N-asintóticamente normal si,

√
N(θ̂N − θ)

d−→ Normal(0,V ),

donde V es la varianza asintótica de
√
N(θ̂N − θ) y se denota

AVar(
√
N(θ̂N − θ)) = V .
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Distribución asintótica normal

• Decimos θ̂N
a∼ Normal(θ,V /N) donde AVar(θ̂N) = V /N es la varianza asintótica

de θ̂N y sd(θ̂N) = V 1/2/
√
N es la desviación estandar asintótica de θ̂N .
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Distribución asintótica normal

• Un estimador θ̂N de un parámetro θ se distribuye
√
N-asintóticamente normal si,

√
N(θ̂N − θ)

d−→ Normal(0,V ),

donde V es la varianza asintótica de
√
N(θ̂N − θ) y se denota

AVar(
√
N(θ̂N − θ)) = V .

• Si no conocemos V ¿cómo calculamos el sd(θ̂N)?

• Si tenemos un estimador consistente de V , V̂N
p−→ V , utilizamos

se(θ̂N) = V̂
1/2
N /

√
N y lo llamamos error estándar asintótico de θ̂N
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√
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Lindeberg-Lévy Teorema Central del ĺımite (TCL)

• Dada una muestra i.i.d. de tamaño N, si Var(y) < ∞, entonces cuando N → ∞,

√
N

1

N

N∑
i=1

(yi − E(y)) d−→ Normal(0,Var(y)).

• También se suele escribir:

√
N

(
1

N

N∑
i=1

yi − E(y)

)
d−→ Normal(0,Var(y)).
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Ejemplo: Bernoulli con p=0.78
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Ejemplo: Distribución muestral de
√
N(p̂ − p) para Bernoulli con p=0.78
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Lindeberg-Lévy Teorema Central del ĺımite (TCL)

• Extensión para vectores aleatorios. Definimos a y : Rm × 1 y

Var(y) = E[(y− µ)(y− µ)′]. Dada una muestra i.i.d. de tamaño N, si E |y| < ∞,

entonces cuando N → ∞,

√
N

1

N

N∑
i=1

(yi − E(y)) d−→ Normal(0,Var(y)).
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Ejemplo

• Media muestral

√
N(ȳ − µ)

d−→ Normal(0, σ2).
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Ejemplo

• Media muestral
√
N(ȳ − µ)

d−→ Normal(0, σ2).

• Decimos

ȳ
a∼ Normal(µ, σ2/N),

sd(ȳ) = σ/
√
N.

• Para vectores tenemos un resultado similar
√
N (ȳ − µ)

d−→ Normal(0,Σ),
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Teorema de Slutsky

• Si zN
d−→ z y cN

p−→ c donde c es una constante, cuando N → ∞, entonces

1. cN + zN
d−→ c + z ,

2. cNzN
d−→ c z ,

3. zN
cN

d−→ z
c si c ̸= 0.

41



Teorema de Slutsky

• Ejemplos: Suponga que zN
d−→ z ∼ Normal(µ, σ2). Encuentre la distribución de

asintótica de

1. cN + zN ,

2. cNzN ,

3. zN
cN
.
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Teorema de Slutsky

• Ejemplos: Suponga que zN
d−→ z ∼ Normal(µ, σ2) entonces

1. cN + zN
d−→ c + z ∼ Normal(c + µ, σ2),

2. cNzN
d−→ cz ∼ Normal(cµ, c2σ2),

3. zN
cN

d−→ z
c ∼ Normal(µc ,

σ2

c2 ).
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Ejemplo: Media muestral con varianza muestral

• Para y escalar

√
N
(ȳ − µ)√

S2

d−→ Normal(0, 1).
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Ejemplo

• Varianza muestral

√
N(S2 − σ2)

d−→ Normal(0, µ4 − (σ2)2)

donde µ4 = E[(y − E(y))4].
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Repaso de estad́ıstica: Funciones de distribución

• Normal univariante: x ∼ Normal(µ, σ2); normal estandarizada: z ∼ Normal(0, 1)

• Normal multivariante: x ∼ Normal(µ,Σ) donde x : K × 1, µ : K × 1 y Σ : K × K .

Background and Applications: The univariate normal family of densities is
indexed by two parameters a and b. Given the special relationship between
these parameters and the mean and variance of the density, the normal density
function is usually represented alternatively as

fðx; m; sÞ ¼ 1ffiffiffiffiffiffi
2p

p
s
exp � 1

2

x � m
s

� �2	 

;

and the moment-generating function of the normal density is given by

MX ðtÞ ¼ exp mtþ 1

2
s2 t2

	 


The abbreviation N(z; m, s2) is often used to signify that the random variable Z
has a normal distribution with mean m and variance s2. When the random
variable being referred to is not ambiguous, the abbreviation is often shortened
toN(m, s2). Once the mean and the variance of a normal distribution are numeri-
cally specified, then a unique member of the family of density functions is
identified. The specific member of the family for which m ¼ 0 and s2 ¼ 1 is
very important in applied statistics and is given the special name of the standard
normal density or the standard normal distribution.

The normal density is symmetric about its mean, m, has points of inflection
at m � s and m + s, and has a characteristic bell shape. The bell becomes more
spread out as the variance increases. We illustrate the general characteristics of a
normal density in Figures 4.11 and 4.12.

m2m1 m3

x

Figure 4.11
Behavior of normal
densities for fixed s,

m3 > m2 > m1.

x

s1

s2

m

Figure 4.12
Behavior of normal
densities for fixed m,

s2 > s1.

204 Chapter 4 Parametric Families of Density Functions
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Repaso de estad́ıstica: Funciones de distribución

• Normal univariante: x ∼ Normal(µ, σ2); normal estandarizada: z ∼ Normal(0, 1)

• Normal multivariante: x ∼ Normal(µ,Σ) donde x : K × 1, µ : K × 1 y Σ : K × K .

Propiedades:

• Dada x ∼ Normal(µ,Σ) y a : K × 1 entonces a′x ∼ Normal(a′µ, a′Σa).

• Dada x ∼ Normal(µ,Σ) y A : Q × K entonces Ax ∼ Normal(Aµ,AΣA′).

• Dada x ∼ Normal(µ,Σ). Entonces {x1, ..., xK} son independientes si y sólo si Σ es

diagonal.
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Repaso de estad́ıstica: Funciones de distribución

• Ejemplo: Normal bivariante. Obtener función de distribución de x + y .
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Repaso de álgebra de matrices

• Dado A ≥ 0 (semidefinida positiva) podemos encontrar B tal que A = BB ′.

Llamamos a B = A1/2 (por razones obvias).

• Propiedad: B−1AB ′−1 = B−1BB ′B ′−1 = I . Llamamos a B−1 = A−1/2.

• Para resumir: dado A ≥ 0 siempre podemos definir una matriz A−1/2 que verifica

A−1/2AA′−1/2 = I .
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Ejemplo

• Ejemplo: Si x ∼ Normal(0,Σ) entonces Σ− 1
2 x ∼ Normal(0, IK ).
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Ejemplo: Media muestral con varianza muestral

• Para y : K × 1

√
NΣ̂

−1/2
(ȳ − µ)

d−→ Normal(0, IK ).

donde Var(y) = Σ y Σ̂
p−→ Σ.
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Teorema de la función continua (para
d−→)

• Si zN
d−→ z cuando N → ∞ y g : Rm → Rk tiene un conjunto de puntos de

discontinuidad Dg tales que Pr(z ∈ Dg ) = 0, entonces

g(zN)
d−→ g(z) cuando N → ∞.
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Repaso de estad́ıstica: Funciones de distribución

• Chi-cuadrado χ2
Q

• Dadas {z1, ..., zQ} independientes y zj ∼ Normal(0, 1) entonces y =
∑Q

j=1 z
2
j se

distribuye como una χ2
Q .

742 Apéndices

Sea Z una variable aleatoria que tiene una distribución normal estándar y sea X una varia-
ble aleatoria que tiene una distribución ji-cuadrada con n grados de libertad. Suponga, además, 
que Z y X son independientes. Entonces, la variable aleatoria

 T !   Z _____ 
 -
___

 X/n  
   B.42

tiene una distribución t con n grados de libertad. Esto se denotará T ~ tn. Las distribuciones 
t obtienen sus grados de libertad de la variable aleatoria ji-cuadrada en el denominador de la 
ecuación (B.42).

La fdp de la distribución t tienen una forma similar a la de la distribución normal estándar, 
sólo que es más dispersa, y por tanto tiene áreas mayores en las colas. El valor esperado de una 
variable aleatoria con distribución t es cero (estrictamente hablando, el valor esperado existe sólo 
para n ' 1) y la varianza es is n/(n & 2) para n ' 2. (Para n * 2 no existe la varianza debido 
a que la distribución es demasiado dispersa.) En la figura B.10 se grafican distribuciones t co-
rrespondientes a diversos grados de libertad. A medida que los grados de libertad aumentan, las 
distribuciones t se aproximan a la distribución normal estándar.

F I GURA  B . 9

Distribuciones ji-cuadrada para diversos grados de libertad.

x 

gl = 2 

f(x)

gl = 4 

gl = 8 
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Ejemplo

• Para y escalar

N
(ȳ − µ)2

S2

d−→ χ2
1.
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Ejemplo

• Para y : K × 1

N (ȳ − µ)′ Σ̂
−1

(ȳ − µ)
d−→ χ2

K .
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Método delta

• Si
√
N(θ̂N − θ)

d−→ Normal(0,V ) donde θ es m × 1, y g(θ) : Rm → Rk es

continuamente diferenciable en la vecindad de θ, entonces cuando N → ∞
√
N(g(θ̂N)− g(θ))

d−→ Normal(0,G ′VG ),

donde G (z) = ∂
∂z g(z)

′ y G = G (θ).
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Ejemplos

• Media muestral al cuadrado: ȳ2

√
N(ȳ2 − µ2)

d−→ Normal(0, 4µ2σ2).

Nota: Diferencia con la distribución asintótica de N(ȳ − µ)2.
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Ejemplos

• Dado el vector aleatorio (x1, x2) con

E

(
x1

x2

)
=

(
µ1

µ2

)
y

Var

(
x1

x2

)
=

(
σ2
1 σ12

σ12 σ2
2

)

¿Cuál es la distribución asintótica de zN = log(x̄1) + log(x̄2)
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Ejemplos

• Dado el vector aleatorio (x1, x2) con

E

(
x1

x2

)
=

(
µ1

µ2

)
y

Var

(
x1

x2

)
=

(
σ2
1 σ12

σ12 σ2
2

)
¿Cuál es la distribución asintótica de zN = log(x̄1) + log(x̄2)

• Respuesta
√
N((log(x̄1) + log(x̄2))− (logµ1 + logµ2))

d−→ Normal(0,
σ2
1

µ2
1

+
σ2
2

µ2
2

+ 2
σ12
µ1µ2

)
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