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Estimador

e Dada una muestra aleatoria podemos calcular un estimador para “aproximar” los
pardmetros poblacionales de interés.

e Nos interesa que el estimador tenga “buenas” propiedades.
e En este curso nos enfocamos en las propiedades del estimador cuando N — oo, las
propiedades asintdticas.

1. Cuando N crece, la distribucién del estimador se concentra alrededor del pardmetro
(consistencia)

2. Cuando N crece la distribucién del estimador (estandarizada) se acerca a una
distribucién normal (distribucién asintética normal)

e En esta unidad vamos a estudiar teoremas que nos permitan obtener las
propiedades asintdticas de los estimadores que vamos a estudiar durante el curso.



Propiedades en muestras pequenas
de los estimadores



Repaso de estadistica

e Parametro: Caracteristica de la poblacién de interés. Ejemplo: = E(y)
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e [Vuestra aleatoria: Muestra de tamafio NV de la poblacién obtenida en forma
aleatoria y con reeemplazo {y1, y2, ..., yn }-
El muestreo aleatorio nos asegura que yi, y», ..., yn se distribuyen i.i.d.
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Repaso de estadistica

e Parametro: Caracteristica de la poblacién de interés. Ejemplo: = E(y)

e [Vuestra aleatoria: Muestra de tamafio NV de la poblacién obtenida en forma
aleatoria y con reeemplazo {y1, y2, ..., yn }-
El muestreo aleatorio nos asegura que yi, y», ..., yn se distribuyen i.i.d.

e Estimador: Un estadistico (funcién de las variables muestrales) que se utiliza para
estimar un pardmetro de interés. Ejemplo: Media muestral y = % Z,N:l Vi
e Recordar las propiedades de la varianza Var(y)
e Var(a+ bx) = b? Var(x)
e Var(bx + cy) = b*Var(x) + c2 Var(y) + 2bc Cov(x, y)



Propiedades en muestras pequenas de los estimadores

e Insesgadez: Un estimador 6y de un pardmetro 6 es insesgado si,

E(Ay) = 0 para todo N.



Propiedades en muestras pequenas de los estimadores

e Eficiencia: Un estimador 6y de un parametro 6 es eficiente si,
Var(0y) < Var(dy),

para todo Gy en una familia de estimadores de 6 con ciertas propiedades (por
ejemplo, insesgados y lineales).



Ejemplo: Media muestral

e Dada una muestra i.i.d. {y1,...,yn} con E(y;) = p y Var(y;) = o2
e Pardmetro: p.

e Estimador: media muestral



Ejemplo: Media muestral

e Insesgadez: E(y) =



Ejemplo: Media muestral

e Eficiencia: Var(y) = UTJ



Propiedades asintéticas de los
estimadores



Convergencia de variables aleatorias

e El andlisis asintético se ocupa de estudiar la convergencia de una secuencia de
variables aleatorias.

e Cuando aplicamos estos conceptos a econometria, las variables aleatorias son
estimadores cuya distribucién depende del tamafno de la muestra Ny buscamos la

distribucion del estimador cuando N — oo.
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Ejemplos

e Una secuencia deterministica puede ser {ay}3_; donde ay = {2+ %}
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Ejemplos

e Una secuencia de variables aleatorias puede ser

i 0 con probabilidad 1 — %,
N1 N con probabilidad 4,
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Ejemplos

e La media muestral para una muestra de tamafio N: yy. La secuencia es
{)717}727 }
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Convergencia para secuencias deterministicas

e Una secuencia deterministica ay converge a a cuando N — oo si para todo § > 0
existe Ny < oo tal que,

lay —al <  para todo N > Nj.

e Notacién: ay —+adlimay = a
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Convergencia para secuencias deterministicas

e Ejemplo: La secuencia deterministica {ay}3_; donde ay = {2 + %} converge a

|imN*>OO an = 2.
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Convergencia en probabilidad

e Una variable aleatoria zy converge en probabilidad a una constante ¢ cuando
N — o0 si para todo § > 0,

lim Pr(jlzy —c| <d)=1
N—o0

e Notacidén: zy Pecs plimzy = c¢
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Convergencia en probabilidad

e Ejemplo: Calcule la convergencia en probabilidad de zy

0 con probabilidad 1 — L
Z —
N N con probabilidad %,
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Convergencia en probabilidad

e Ejemplo: Calcule la convergencia en probabilidad de zy

0 con probabilidad 1 — ﬁ,
Z =
N N con probabilidad %,

e Respuesta: zy 25 0.
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Consistencia

e Consistencia: Un estimador Ay de un pardmetro 6 es consistente si,

GAN %50 cuando N — .
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Ejemplo: Bernoulli con p=0.78

z z
a a7
i 5 1 i 5 1
distribution of sample mean of 2 bernauli variables with prob 78 distribution of sample mean of & bemouli variables with prob 78
2" H
a a

5 6 7 8 91 657753850
distribution of sample mean of 75 bemaulli variables with proh 78 distribution of sample mean of 100 bernoulli variables with prob .76 20



Ley (débil) de los grandes nimeros (LGN)

e Dada una muestra i.i.d. de tamafio N, si E |y| < oo, entonces cuando N — oo,

N

1

NE Yi RN E(Y)
i=1
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Ley (débil) de los grandes nimeros (LGN)

e Dada una muestra i.i.d. de tamafio N, si E |y| < oo, entonces cuando N — oo,

N

1

NE Yi RN E(Y)
i=1

e Extensidn para vectores aleatorios. Definimos a 'y : R” x 1. Dada una muestra
i.i.d. de tamafio N, si E|y| < oo, entonces cuando N — oo,

N
1
NE yi £ E(y).
i=1
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Ejemplos

e Media muestral

N
y= Z%‘LHL

i=1

=2~

donde p = E(y).
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Ejemplos

e Media muestral de y?
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Ejemplo: Distribucion muestral para yy de Bernoulli con p=0.78

z z
a a7
i 5 1 i 5 1
distribution of sample mean of 2 bernauli variables with prob 78 distribution of sample mean of & bemouli variables with prob 78
2" H
a a

5 6 7 8 91
distribution of sample mean of 75 bemaulli variables with proh 78

657753850
distribution of sample mean of 100 bernoulli variables with prob .76
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Teorema de la funcion continua

o Sizy Py ¢ cuando N — 00, y g(.) es continua en c, entonces

g(zn) = g(c) cuando N — co.
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Ejemplos

e Varianza muestral

donde 02 = Var(y).
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Ejemplos

L , 4
e Desviacién estdndar muestral: S — o
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Diferencias entre insesgadez y consistencia

e Insesgadez no implica consistencia.

Ejemplo: y = y;

28



Diferencias entre insesgadez y consistencia

e Insesgadez no implica consistencia.
Ejemplo: y = y;
e Consistencia no implica insesgadez.

Ejemplo: Varianza muestral S?
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Diferencias entre insesgadez y consistencia

e Insesgadez no implica consistencia.
Ejemplo: y = y;

e Consistencia no implica insesgadez.
Ejemplo: Varianza muestral S?

e Teorema: Si limpy_, o0 IE(HAN) =0ylimy_e Var(éN) =0, entonces

éN P49 cuando N — oo.
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Diferencias entre insesgadez y consistencia

e Insesgadez no implica consistencia.
Ejemplo: y = y;
e Consistencia no implica insesgadez.
Ejemplo: Varianza muestral S?
e Teorema: Si limpy_se0 E(GAN) =0y limy_o Var(éN) = 0, entonces
éN P49 cuando N — oo.
o Insesgadez asintética no implica consistencia, y consistencia no implica insesgadez

asintdtica.

28



Diferencias entre insesgadez y consistencia

e Insesgadez no implica consistencia.
Ejemplo: y = y;

e Consistencia no implica insesgadez.
Ejemplo: Varianza muestral S?

e Teorema: Si limpy_se0 E(GAN) =0y limy_o Var(éN) =0, entonces
éN P49 cuando N — oo.

o Insesgadez asintética no implica consistencia, y consistencia no implica insesgadez

asintdtica.

Ejemplo donde consistencia no implica insesgadez asintética: zy = 0 con
probabilidad 1 —1/N, y zy = N con probabilidad 1/N.

28



Convergencia en distribucién

e Dada una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy(u) = Pr(zy < u).
zp converge en distribucién a z cuando N — oo si para todo u en donde
F(u) = Pr(z < u) es continua,

Fn(u) — F(u) cuando N — cc.
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Convergencia en distribucién

e Ejemplo: Demuestre que

exp(Nu) 0 siu<DO,
Fy(u) = —72) o F(y) =
w(v) 1+ exp(Nu) = Flu) { 1 siu>0.

1.0

0.8f

0.2r

=W -05 0.5 1.0

Figure 1: N=1 (azul), N=5 (naranja), N=10 (verde)
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Convergencia en distribucién

e Dada una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy(u) = Pr(zy < u).
zp converge en distribucién a z cuando N — oo si para todo u en donde
F(u) = Pr(z < u) es continua,

Fn(u) — F(u) cuando N — cc.

- d
e Notacién: zy — z.
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Convergencia en distribucié

e Dada una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy(u) = Pr(zy < u).
zp converge en distribucién a z cuando N — oo si para todo u en donde
F(u) = Pr(z < u) es continua,

Fn(u) — F(u) cuando N — cc.

14 d
e Notacién: zy — z.
e Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion:
d
ZN L) zZ — ZN — Z.
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Convergencia en distribucié

e Dada una variable aleatoria con funcién de distribucién Fy(u) = Pr(zy < u).
zp converge en distribucién a z cuando N — oo si para todo u en donde
F(u) = Pr(z < u) es continua,

Fn(u) — F(u) cuando N — cc.

e Notacidén: zy i> z.

e Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion:
ZN L) zZ — Z)\ i) Z.

e Si z) converge en distribucién a una constante entonces zy converge en
probabilidad a dicha constante: zy i> c — zy BN
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Distribucion asintotica normal

e Un estimador HAN de un pardmetro 6 se distribuye v/ N-asintéticamente normal si,
VN(@y —6) LN Normal(0, V),

donde V es la varianza asintética de \/N(éN — 0) y se denota
AVar(v/N(Oy — 0)) = V.

32



Distribucion asintotica normal

e Decimos Ay < Normal(6, V /N) donde AVar(Ay) = V/N es la varianza asintética
de Oy y sd(éN) = V1/2/4/N es la desviacién estandar asintdtica de On.
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Distribucion asintotica normal

e Un estimador HAN de un pardmetro 6 se distribuye v/ N-asintéticamente normal si,
VN(by —6) LN Normal(0, V),

donde V es la varianza asintética de \/N(éN — 0) y se denota
AVar(v/N(Oy — 0)) = V.

e Si no conocemos V/jcémo calculamos el sd(6y)?
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Distribucion asintotica normal

e Un estimador HAN de un pardmetro 6 se distribuye v/ N-asintéticamente normal si,
VN(by —6) LN Normal(0, V),

donde V es la varianza asintética de \/N(éN — 0) y se denota
AVar(v/N(Oy — 0)) = V.
e Si no conocemos V/cémo calculamos el sd(Ay)?

e Si tenemos un estimador consistente de V/, \7N 25 Vv, utilizamos
A ~1/2 ) o ~
se(Oy) = VN/ /V'N y lo llamamos error estandar asintético de Oy
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Lindeberg-Lévy Teorema Central del limite (TCL)

e Dada una muestra i.i.d. de tamafio N, si Var(y) < oo, entonces cuando N — oo,

N
\/N% ; (vi —E(y)) LN Normal(0, Var(y)).
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Lindeberg-Lévy Teorema Central del limite (TCL)

e Dada una muestra i.i.d. de tamafio N, si Var(y) < oo, entonces cuando N — oo,
1 N
VNS Y (i —E(y)) ~2, Normal(0, Var(y)).
i=1

e También se suele escribir:

N
VN <Ii/ ;y,- — ]E(y)) N Normal(0, Var(y)).
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Ejemplo: Bernoulli con p=0.78

z z
a a7
i 5 1 i 5 1
distribution of sample mean of 2 bernauli variables with prob 78 distribution of sample mean of & bemouli variables with prob 78
2" H
a a

5 6 7 8 91 657753850
distribution of sample mean of 75 bemaulli variables with proh 78 distribution of sample mean of 100 bernoulli variables with prob .76 36



Ejemplo: Distribucién muestral de \/N(p — p) para Bernoulli con p=0.78

Z Z
a a
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2
distribution of std sanple mean of 2 bermoulli variables with prob 78 distribution o std sample iean of § bemoulli variables With prob 78
B B
a a
4 -2 ] F] 4
distribution of stf sample mean of 25 bemaulli variables with proh .78

-4 -2 [1) 2 4
distribution of std'sample mean of 100 hemoull variables with prab 78
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Lindeberg-Lévy Teorema Central del limite (TCL)

e Extensién para vectores aleatorios. Definimos ay : R” x 1y
Var(y) = E[(y — p)(y — 1)']. Dada una muestra i.i.d. de tamafio N, si E |y| < oo,
entonces cuando N — oo,

N
\FN% Z (yi — E(y)) LN Normal(0, Var(y)).
i=1

38



Ejemplo

e Media muestral

VN — ) LN Normal(0, o).
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Ejemplo

e Media muestral
VN(y — ) N Normal(0, o2).
e Decimos

7 2 Normal(u, 0?/N),

sd(y) = o/VN.

40



Ejemplo

e Media muestral
VN(y — ) N Normal(0, o2).
e Decimos

7 2 Normal(u, 0?/N),

sd(y) =o/VN.
e Para vectores tenemos un resultado similar

VN (§ — ) LN Normal(0, X),
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Teorema de Slutsky

. d P
e Sizy — zy cy — ¢ donde ¢ es una constante, cuando N — oo, entonces

d
1. ey +2zy — ¢+ z,
d
2. cyzy —> Cc 2z,

3. Z—Ni>55icyé0.

CcN c
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Teorema de Slutsky

e Ejemplos: Suponga que zy LI Normal(y, ?). Encuentre la distribucién de
asintética de
L oy + zy,
2. CNZN,
3. &

oy’
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Teorema de Slutsky

: d

e Ejemplos: Suponga que zy — z ~ Normal(yu, o?) entonces
1. ey +2zv - ¢+ z ~ Normal(c + 1, 02),
2. cnzn —2> cz ~ Normal(cpu, c?0?),

d

2
3. 2 % 2 ~ Normal(¥, %).
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Ejemplo: Media muestral con varianza muestral

e Para y escalar

(Vy — )

N s

LN Normal(0, 1).
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Ejemplo

e Varianza muestral
VN(S? — 62) -5 Normal(0, ji — (2)?)

donde s = E[(y — E(y))*].
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Repaso de estadistica: Funciones de distribucién

e Normal univariante: x ~ Normal(p, o2); normal estandarizada: z ~ Normal(0, 1)
e Normal multivariante: x ~ Normal(p, X) donde x: K x 1, p: K x 1y X: K x K.
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Repaso de estadistica: Funciones de distribucién

e Normal univariante: x ~ Normal(u, 0?); normal estandarizada: z ~ Normal(0, 1)

e Normal multivariante: x ~ Normal(u, ) donde x: K x 1, u: Kx1ly Y : K x K.
Propiedades:

e Dada x ~ Normal(y, %) y a: K x 1 entonces a’x ~ Normal(a'y, a’¥~a).

e Dada x ~ Normal(p,X) y A: Q x K entonces Ax ~ Normal(Au, ALA").

e Dada x ~ Normal(y, X). Entonces {x, ..., xx } son independientes si y sélo si ¥ es
diagonal.
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Repaso de estadistica: Funciones de distribucién

e Ejemplo: Normal bivariante. Obtener funcién de distribucién de x + y.
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Repaso de algebra de matrices

e Dado A > 0 (semidefinida positiva) podemos encontrar B tal que A= BB'.
Llamamos a B = A2 (por razones obvias).

e Propiedad: B~'AB'~1 = B-1BB'B’~1 = |. Llamamos a B~1 = A~1/2,

e Para resumir: dado A > 0 siempre podemos definir una matriz A=/2 que verifica
ATLZAANL2 = .
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Ejemplo

e Ejemplo: Si x ~ Normal(0, X) entonces Y2 ~ Normal(0, /x).
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Ejemplo: Media muestral con varianza muestral

e Paray: K x1
s-1/2 d
vVNZ (¥ — ) — Normal(0, /Ix).

~

donde Var(y) =Xy ¥ 2 ¥
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i . d
Teorema de la funcién continua (para —)

e Sizy 9, z cuando N — o y g : R™ — RX tiene un conjunto de puntos de
discontinuidad D, tales que Pr(z € Dg) = 0, entonces

g(zn) 4, g(z) cuando N — .
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Repaso de estadistica: Funciones de distribucién

e Chi-cuadrado \é

e Dadas {zi,...,zq} independientes y z; ~ Normal(0, 1) entonces y = ZJQ:1 zJ-2 se

distribuye como una X%\)-
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Ejemplo

e Para y escalar
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Ejemplo

e Paray: K x1
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Método delta

e Si VN(Oy —0) LN Normal(0, V) donde # es m x 1, y g(#) : R™ — R¥ es
continuamente diferenciable en la vecindad de 6, entonces cuando N — oo

~

VN(g(bn) — g(8)) ~<+ Normal(0, G'VG),

donde G(z) = a%g(z)’ y G = G(0).
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Ejemplos

e Media muestral al cuadrado: y?
VN(7? — 1i?) LN Normal(0, 420?).

Nota: Diferencia con la distribucién asintética de N(y — p)?.
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Ejemplos

e Dado el vector aleatorio (x1, x2) con

2
X1 o] 012
Var = ! 5
X2 012 03

i Cudl es la distribucién asintética de zy = log(x1) + log(x2)
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Ejemplos

e Dado el vector aleatorio (x1, x2) con

gl \_(m
X2 12
2
var[ )= 7 0122
X2 012 05

i Cudl es la distribucién asintética de zy = log(x1) + log(x2)
e Respuesta

VN((log(x1) + log(x2)) — (log 111 + log 12))
2 2
9, Normal(0, % + % +2 712
1 1253 12
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