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Esperanza condicional y modelo de regresión

En esta unidad, identificamos momentos poblacionales para medir el efecto causal de

interés.

Ejemplo: ¿Cuál es el efecto causal de un año adicional de educación en salarios?

• Suponemos que hay asignación aleatoria al grupo tratamiento o control.

¿Qué momento poblacional mide el efecto de un año adicional de educación en

salarios?

⇒ Esperanza condicional
educación-salarios
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Repaso de estad́ıstica

• Población

El grupo o colección de todos los posibles elementos de interés. Pensamos en la

población como infinitamente grande.

• Variable aleatoria y

Resumen numérico de un resultado aleatorio.

• Función de probabilidad de y

Probabilidad que y asuma distintos valores en la población: Pr(y = t).
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Repaso de estad́ıstica

• Esperanza o media poblacional: µ = E(y) =
∑

t t Pr(y = t).

• Propiedades: La esperanza es un operador lineal.

E(a+ bx) = a+ bE(x)

• Varianza: σ2 = Var(y) = E[(y − E(y))2]
• Propiedades

Var(y) = E(y2)− E(y)2

Var(a+ bx) = b2 Var(x)

Var(bx + cy) = b2 Var(x) + c2 Var(y) + 2bc Cov(x , y)
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Función de probabilidad conjunta y condicional

• Función de probabilidad conjunta de x , y : Probabilidad que x e y asuman
distintos valores en la población Pr(x = u, y = t).

• Función de probabilidad marginal de y : Pr(y = t) =
∑

u Pr(x = u, y = t)

• Función de probabilidad condicional

La probabilidad de y dado un valor de otra variable aleatoria x : Pr(y |x) = Pr(y ,x)
Pr(x) .
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Esperanza condicional

Definición



Esperanza condicional

La esperanza condicional de la variable dependiente y dado un vector de K variables

explicativas x = (x1, ..., xK ) es la media poblacional de y manteniendo fijas las x ’s.

• Si E |y | < ∞, la función de esperanza condicional de y dado x = u es

E(y |x = u) =

∫
t fy |x(t|u)dt

para y continua, y

E(y |x = u) =
∑
t

t Pr(y = t|x = u)

para y discreta.
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Ejemplo: Educación y salarios

Cuadro 1: Función de esperanza condicional

E(ahe|bachelor) Pr(bachelor)

bachelor = 0 15.33 0.52

bachelor = 1 22.91 0.48
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Ejemplo: Educación y salarios

24 CHAPTER 3. MAKING REGRESSION MAKE SENSE

interest before we can use data to study them.1

Figure 3.1.1 plots the CEF of log weekly wages given schooling for a sample of middle-aged white men

from the 1980 Census. The distribution of earnings is also plotted for a few key values: 4, 8, 12, and 16 years

of schooling. The CEF in the �gure captures the fact that� the enormous variation individual circumstances

notwithstanding� people with more schooling generally earn more, on average. The average earnings gain

associated with a year of schooling is typically about 10 percent.

Figure 3.1.1: Raw data and the CEF of average log weekly wages given schooling. The sample includes

white men aged 40-49 in the 1980 IPUMS 5 percent �le.

An important complement to the CEF is the law of iterated expectations. This law says that an

unconditional expectation can be written as the population average of the CEF. In other words

E [yi] = EfE [yijXi]g; (3.1.1)

where the outer expectation uses the distribution of Xi. Here is proof of the law of iterated expectations

for continuously distributed (Xi;yi) with joint density fxy (u; t), where fy (tjXi = x) is the conditional

1Examples of pedagogical writing using the �population-�rst�approach to econometrics include Chamberlain (1984), Gold-

berger (1991), and Manski (1991).

Figura 1: Esperanza condicional del log salarios semanales dado el nivel educativo. La muestra

incluye hombres blancos entre 40 y 49 años de la muestra del 5% del Censo 1980 (IPUMS). 10



Esperanza condicional

Ley de esperanzas iteradas



Ley de esperanzas iteradas (LEI)

• Propiedad:

E(y) = E[E(y |x)]
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Ley de esperanzas iteradas (LEI)

• Propiedad:

E(y) = E[E(y |x)]

Importante: E(y) = Ex [Ey (y |x)], tomamos primero la esperanza en y

manteniendo constante x y luego tomamos la esperanza en x .

Demostración: Utilizar fy =
∫
x fxydx y fy |x = fxy/fx .
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Ejemplo: LEI E(y) = E[E(y |x)]

Cuadro 2: Función de esperanza condicional

E(ahe|bachelor) Pr(bachelor)

bachelor = 0 15.33 0.52

bachelor = 1 22.91 0.48
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Ejemplo: LEI E(y) = E[E(y |x)]

Cuadro 3: Función de esperanza condicional

E(ahe|bachelor) Pr(bachelor)

bachelor = 0 15.33 0.52

bachelor = 1 22.91 0.48

E(ahe) =E[E(ahe|bachelor)]
=E(ahe|bachelor = 0)Pr(bachelor = 0)

+ E(ahe|bachelor = 1)Pr(bachelor = 1)

=15,33× (1− 0,48) + 22,91× 0,48 = 18,97
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia

x ⊥⊥ y (independientes) si Pr(y |x) = Pr(y).

Una definición equivalente: x ⊥⊥ y (independientes) si Pr(x , y) = Pr(y) Pr(x).
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia en media

E(y |x) = E(y).
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Covarianza entre x , y : Cov(x , y) = E[(x − E(x))(y − E(y))]
• Mide la relación lineal entre x e y .

• Propiedades:

Cov(x , y) = E(xy)− E(x)E(y)
Cov(y , a+ bx) = b Cov(x , y)
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia en media implica ausencia de correlación

E(y |x) = E(y) =⇒ Cov(x , y) = 0.
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia en media implica ausencia de correlación

E(y |x) = E(y) =⇒ Cov(x , y) = 0.

• Demostración: Utilice la LEI en

E(xy) = E[x E(y |x)] = E(x)E(y),

y reemplace en la definición de Cov(x , y) = E(xy)− E(x)E(y).

• Independencia en media implica ausencia de correlación con cualquier función de

x :

E(y |x) = E(y) =⇒ Cov(g(x), y) = 0 para cualquier función g(x).
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia implica independencia en media.

y ⊥⊥ x ⇐⇒ fy |x = fy =⇒ E(y |x) = E(y).

Demostración: Utilice la definición de esperanza condicional.
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Independencia implica independencia en media.

y ⊥⊥ x ⇐⇒ fy |x = fy =⇒ E(y |x) = E(y).

Demostración: Utilice la definición de esperanza condicional.

• Independencia implica independencia en todos los momentos de y . En particular,

y ⊥⊥ x =⇒ Var(y |x) = Var(y).

Demostración: Utilice la definición de la varianza condicional

Var(y |x) = E[(y − E(y |x))2|x ].
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Independencia, independencia en media y correlación.

• Resumen:

y ⊥⊥ x =⇒ E(y |x) = E(y) =⇒ Cov(x , y) = 0

Cov(y , x) = 0 ≠⇒ E(y |x) = E(y) ≠⇒ y ⊥⊥ x

• En la ayudant́ıa se ven casos en donde:

1. E(y |x) = E(y) ≠⇒ y ⊥⊥ x ,

2. Cov(y , x) = 0 ≠⇒ E(y |x) = E(y)

22



Independencia, independencia en media y correlación.

• Resumen:

y ⊥⊥ x =⇒ E(y |x) = E(y) =⇒ Cov(x , y) = 0
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Esperanza condicional

Descomposición



Descomposición utilizando la esperanza condicional

• Siempre podemos descomponer a la variable aleatoria y en

y = E(y |x) + u,

donde u es independiente en media de x , es decir E(u|x) = 0.
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Descomposición utilizando la esperanza condicional

• Siempre podemos descomponer a la variable aleatoria y en

y = E(y |x) + u,

donde u es independiente en media de x , es decir E(u|x) = 0.

Demostración: Reemplace u = y − E(y |x) en E(u|x).

• Interpretación: Una variable aleatoria y se puede descomponer en una parte

“explicada por x” y otra parte que no depende de x .
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Esperanza condicional

Mejor predicción



La esperanza condicional es el mejor predictor de y

• La esperanza condicional es la función de x que minimiza el error cuadrático

medio de predicción, es decir

E(y |x) = arg ḿın
m(x)

E[(y −m(x))2].
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La esperanza condicional es el mejor predictor de y

• La esperanza condicional es la función de x que minimiza el error cuadrático medio de

predicción, es decir

E(y |x) = arg ḿın
m(x)

E[(y −m(x))2].

• Demostración:

E[(y −m(x))2] = E{[(y − E(y |x))− (m(x)− E(y |x))]2}
= E{(y − E(y |x))2 + (m(x)− E(y |x))2

− 2(y − E(y |x))(m(x)− E(y |x))}
= E[(y − E(y |x))2] + E[(m(x)− E(y |x))2]
≥ E[(y − E(y |x))2],

donde en la tercer ĺınea utilizamos la LEI para demostrar que

E[(y − E(y |x))(m(x)− E(y |x))] = 0. 26



Esperanza condicional

Descomposición de varianza



Descomposición de varianza

• La varianza de la variable aleatoria y se puede descomponer como

Var(y) =Var(E(y |x)) + E(Var(y |x)), (1)

=Var(E(y |x)) + E(u2), (2)

donde Var(y |x) = E[(y − E(y |x))2|x ] es la varianza de y condicional en x .
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Descomposición de varianza

• Demostración: Para (1)

Var(y) = E[(y − E(y))2],

= E{[(y − E(y |x)) + (E(y |x)− E(y))]2},
= E[(y − E(y |x))2] + E[(E(y |x)− E(y))2],

= E[E((y − E(y |x))2|x)] + Var(E(y |x)),
= E(Var(y |x)) + Var(E(y |x)),

donde utilizamos la LEI en la tercer y cuarta ĺınea.
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Descomposición de varianza

• Demostración: Para (2), utilizamos y = E(y |x) + u para escribir

Var(y |x) = Var(u|x),
= E(u2|x).

Por lo tanto,

E(Var(y |x)) = E(E(u2|x)),
= E(u2),

utilizando la LEI.

29
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Modelo de regresión lineal

Definición



Modelo de Regresión Lineal : L(y |x) = x ′β

• Mejor predictor lineal: Es la función lineal L(y |x) = x ′β que minimiza el error

cuadrático medio de predicción entre las funciones lineales en x , es decir

β = arg ḿın
b

E[(y − x ′b)2],

donde y es un escalar, x = (x1, ..., xK )
′ es un vector de K × 1 (casi siempre

incluye una constante), y β = (β1, ..., βK )
′ es un vector de K × 1.

30



Ejemplo: Tamaño de clase y notas
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¿Cómo se obtiene β de L(y |x) = x ′β?

• Utilizando las condiciones de primer orden

∂ E[(y − x ′b)2]

∂b
= 2E[x(y − x ′β)] = 0

=⇒ β = E(xx ′)−1 E(xy).

• Si E(xx ′) es no singular, entonces β existe y es única.

• Método de momentos: β tal que E[x(y − x ′β)] = 0.
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Ejemplo: Modelo de regresión simple

• Si x = (1, x1), entonces L(y |x) = β0 + β1x con

β1 =
Cov(x1, y)

Var(x1)
, y

β0 = E(y)− β1 E(x1).
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Modelo de regresión lineal

Descomposición



Descomposición utilizando el modelo de regresión

• Siempre podemos descomponer a la variable aleatoria y en

y = x ′β + u,

donde u cumple que E(xu) = 0.
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Descomposición utilizando el modelo de regresión

• Siempre podemos descomponer a la variable aleatoria y en

y = x ′β + u,

donde u cumple que E(xu) = 0.

• Demostración: E(xu) = E(x(y − x ′β)) = 0 que se cumple por la definición de

modelo de regresión por el método de momentos.

• x casi siempre incluye una constante, entonces E(u) = 0. Por lo tanto si

E(xu) = 0 entonces Cov(x , u) = 0.

35



Descomposición utilizando el modelo de regresión

• Siempre podemos descomponer a la variable aleatoria y en

y = x ′β + u,

donde u cumple que E(xu) = 0.

• Interpretación: Una variable aleatoria y se puede descomponer en una parte

“explicada por x” y otra parte no correlada con x .

• Propiedad: Si denotamos el valor predicho de y dado x como ŷ = L(y |x) = x ′β

entonces E(ŷu) = 0 y si x incluye la constante Cov(ŷ , u) = 0.
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Modelo de regresión lineal

Regresión particionada



Regresión particionada

• Dado el modelo de regresión múltiple

y = β0 + β1x1 + ...+ βkxk + ...+ βKxK + u.

Podemos recuperar βk a partir de la regresión simple entre y y x̃k , el residuo de la

regresión de xk en el resto de las variables explicativas x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xK :

βk =
Cov(x̃k , y)

Var(x̃k)
,

donde

xk =
∑
j ̸=k

γj xj + x̃k = x̂k + x̃k .

Ejemplo: Dado y = β0 + β1x1 + β2x2 + u, tenemos x1 = γ0 + γ1x2 + x̃1 y

y + δ0 + δ1x̃1 + e. Entonces δ1 = β1.
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Regresión particionada

βk =
Cov(x̃k , y)

Var(x̃k)

• Interpretación: βk mide el efecto de xk sobre y , una vez que filtramos

(controlamos por) el efecto de las demás variables explicativas.
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Regresión particionada

• Demostración:
Cov(x̃k , y)

Var(x̃k)
=

Cov(x̃k , β0 + β1x1 + ...+ βkxk + ...+ βKxK + u)

Var(x̃k)
.

(1) Cov(x̃k , xj) = 0 para todo j ̸= k , por construcción,

(2) Cov(x̃k , u) = 0 porque u no está correlado con x ’s y x̃k es una función lineal de x ’s.

Entonces,

Cov(x̃k , y)

Var(x̃k)
= βk

Cov(x̃k , xk)

Var(x̃k)
,

= βk
Cov(x̃k , x̂k + x̃k)

Var(x̃k)
,

= βk
Cov(x̃k , x̃k)

Var(x̃k)
,

= βk . 39



Modelo de regresión lineal

Justificación de utilizar el modelo de

regresión



Justificación de utilizar el modelo de regresión como aproximación a la esperanza

condicional.

• Si esperanza condicional es lineal entonces el modelo de regresión coincide con la

esperanza condicional.

• El modelo de regresión es el mejor predictor lineal de y .

• El modelo de regresión es la mejor aproximación lineal a la esperanza condicional.
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Esperanza condicional es lineal

• Si la esperanza condicional es lineal entonces coincide con el modelo de regresión.

Demostración: E(y |x) = x ′β∗.

Por la propiedad de descomposición podemos escribir y = E(y |x) + u donde

E(u|x) = 0. Esto implica E[x(y − E(y |x))] = 0, entonces

E[x(y − E(y |x))] = E[x(y − x ′β∗)] = 0.

De donde,

β∗ = E(xx ′)−1 E(xy) = β.

• Ejemplos:
(1) (y , x) se distribuyen conjuntamente normal,

(2) Modelos saturados. Ejemplo: Cuando x es binaria,

E(y |x) = E(y |x = 0) + [E(y |x = 1)− E(y |x = 0)]x es lineal.
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Mejor predicción lineal

• El modelo de regresión lineal es el mejor predictor lineal de y dado x .
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Mejor aproximación lineal a la esperanza condicional

• El modelo de regresión lineal es la mejor aproximación lineal a la esperanza

condicional. Es decir,

β = arg ḿın
b

E[(E(y |x)− x ′b)2]
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Mejor aproximación lineal a la esperanza condicional

• El modelo de regresión lineal es la mejor aproximación lineal a la esperanza

condicional. Es decir,

β = arg ḿın
b

E[(E(y |x)− x ′b)2]

Demostración:

E[(y − x ′b)2] =E{[(y − E(y |x)) + (E(y |x)− x ′b)]2}
=E{(y − E(y |x))2 + (E(y |x)− x ′b)2

+ 2(y − E(y |x))(E(y |x)− x ′b)}
=E[(y − E(y |x))2] + E[(E(y |x)− x ′b)2].

El primer término no depende de b, entonces

β = arg ḿınb E[(y − x ′b)2] ⇐⇒ β = arg ḿınb E[(E(y |x)− x ′b)2].

44



Ejemplo: Educación y salarios

3.1. REGRESSION FUNDAMENTALS 31

5.8

6

6.2

6.4

6.6

6.8

7

7.2

L
o

g
 w

e
e

k
ly

 e
a

rn
in

g
s
, 

$
2

0
0

3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20+

Years of completed education

Sample is limited to white men, age 40-49.  Data is from Census IPUMS 1980, 5% sample.

Figure 3.1.2 - A conditional expectation function and weighted regression line

Figure 3.1.2: Regression threads the CEF of average weekly wages given schooling

estimates should be interpreted. Whatever a regression coe¢ cient may mean, it has a sampling distribution

that is easy to describe and use for statistical inference.3

We are interested in the distribution of the sample analog of

� = E[XiX
0
i]
�1E[Xiyi]

in repeated samples. Suppose the vector Wi �
�
yi; X0i

�0
is independently and identically distributed in

a sample of size N . A natural estimator of the �rst population moment, E[Wi], is the sum, 1
N

PN
i=1Wi. By

the law of large numbers, this sample moment gets arbitrarily close to the corresponding population moment

as the sample size grows. We might similarly consider higher-order moments of the elements of Wi, e.g.,

the matrix of second moments, E[WiW
0
i ], with sample analog

1
N

PN
i=1WiW

0
i . Following this principle, the

method of moments estimator of � replaces each expectation by a sum. This logic leads to the Ordinary

Least Squares (OLS) estimator

�̂ =

"X
i

XiX
0
i

#�1X
i

Xiyi.

Although we derived �̂ as a method of moments estimator, it is called the OLS estimator of � because it

solves the sample analog of the least-squares problem described at the beginning of Section 3.1.2.4

3The discussion of asymptotic OLS inference in this section is largely a condensation of material in Chamberlain (1984).

Important pitfalls and problems with this asymptotic theory are covered in the last chapter.
4Econometricians like to use matrices because the notation is so compact. Sometimes (not very often) we do too. Suppose

Figura 2: Regresión y esperanza condicional del log salarios semanales en el nivel educativo. La

muestra incluye hombres blancos entre 40 y 49 años de la muestra del 5% del Censo 1980

(IPUMS).
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Descomposición de varianza en regresión

• Si x incluye una constante, la varianza de la variable aleatoria y se puede

descomponer como

Var(y) =Var(x ′β) + E(u2).

Demostración: Utilice la descomposición de y = x ′β + u y E(ux) = Cov(u, x) = 0.

• Coeficiente de determinación: R2,

R2 = 1− E(u2)
Var(y)

.

Indicador de la bondad de ajuste del modelo de regresión.
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Descomposición de varianza en regresión

• Si x incluye una constante, la varianza de la variable aleatoria y se puede

descomponer como

Var(y) =Var(x ′β) + E(u2).

Demostración: Utilice la descomposición de y = x ′β + u y E(ux) = Cov(u, x) = 0.

• Coeficiente de determinación: R2,

R2 = 1− E(u2)
Var(y)

.

Indicador de la bondad de ajuste del modelo de regresión.
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24 CHAPTER 3. MAKING REGRESSION MAKE SENSE

interest before we can use data to study them.1

Figure 3.1.1 plots the CEF of log weekly wages given schooling for a sample of middle-aged white men

from the 1980 Census. The distribution of earnings is also plotted for a few key values: 4, 8, 12, and 16 years

of schooling. The CEF in the �gure captures the fact that� the enormous variation individual circumstances

notwithstanding� people with more schooling generally earn more, on average. The average earnings gain

associated with a year of schooling is typically about 10 percent.

Figure 3.1.1: Raw data and the CEF of average log weekly wages given schooling. The sample includes

white men aged 40-49 in the 1980 IPUMS 5 percent �le.

An important complement to the CEF is the law of iterated expectations. This law says that an

unconditional expectation can be written as the population average of the CEF. In other words

E [yi] = EfE [yijXi]g; (3.1.1)

where the outer expectation uses the distribution of Xi. Here is proof of the law of iterated expectations

for continuously distributed (Xi;yi) with joint density fxy (u; t), where fy (tjXi = x) is the conditional

1Examples of pedagogical writing using the �population-�rst�approach to econometrics include Chamberlain (1984), Gold-

berger (1991), and Manski (1991).

Figura 3: Esperanza condicional del log salarios semanales dado el nivel educativo. La muestra

incluye hombres blancos entre 40 y 49 años de la muestra del 5% del Censo 1980 (IPUMS). 47



Ejemplo: Educación y salarios en Chile

Figura 4: Esperanza condicional del log de salarios dado el nivel educativo. La muestra incluye

hombres trabajadores en Casen 2009. back
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Figure 3.1.2 - A conditional expectation function and weighted regression line

Figure 3.1.2: Regression threads the CEF of average weekly wages given schooling

estimates should be interpreted. Whatever a regression coe¢ cient may mean, it has a sampling distribution

that is easy to describe and use for statistical inference.3

We are interested in the distribution of the sample analog of

� = E[XiX
0
i]
�1E[Xiyi]

in repeated samples. Suppose the vector Wi �
�
yi; X0i

�0
is independently and identically distributed in

a sample of size N . A natural estimator of the �rst population moment, E[Wi], is the sum, 1
N

PN
i=1Wi. By

the law of large numbers, this sample moment gets arbitrarily close to the corresponding population moment

as the sample size grows. We might similarly consider higher-order moments of the elements of Wi, e.g.,

the matrix of second moments, E[WiW
0
i ], with sample analog

1
N

PN
i=1WiW

0
i . Following this principle, the

method of moments estimator of � replaces each expectation by a sum. This logic leads to the Ordinary

Least Squares (OLS) estimator

�̂ =

"X
i

XiX
0
i

#�1X
i

Xiyi.

Although we derived �̂ as a method of moments estimator, it is called the OLS estimator of � because it

solves the sample analog of the least-squares problem described at the beginning of Section 3.1.2.4

3The discussion of asymptotic OLS inference in this section is largely a condensation of material in Chamberlain (1984).

Important pitfalls and problems with this asymptotic theory are covered in the last chapter.
4Econometricians like to use matrices because the notation is so compact. Sometimes (not very often) we do too. Suppose

Figura 5: Regresión y esperanza condicional del log salarios semanales en el nivel educativo. La

muestra incluye hombres blancos entre 40 y 49 años de la muestra del 5% del Censo 1980

(IPUMS).
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Ejemplo: Educación y salarios en Chile

Figura 6: Regresión y esperanza condicional del log salarios semanales en el nivel educativo. La

muestra incluye hombres trabajadores en Casen 2009.
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Ejemplo: Educación y salarios en Chile

Figura 7: Regresión y esperanza condicional del log salarios semanales en el nivel educativo. La

muestra incluye hombres trabajadores en Casen 2009. back
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