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1. (20 puntos) Dada una muestra i.i.d. de tamaño N de una variable aleatoria y con distribución
Bernoulli con probabilidad de éxito p. Es decir,

y =
{

1 con probabilidad p,

0 con probabilidad 1 − p.

En lo que sigue puede utilizar que E(y) = p y Var(y) = p(1 − p).

(a) (5 puntos) Demuestre que la media muestral ȳ = 1
N

∑
i yi es un estimador consistente de

p.

(b) (5 puntos) Demuestre que ȳ(1 − ȳ) es un estimador consistente de Var(y) = p(1 − p).

(c) (5 puntos) Obtenga la distribución asintótica de
√

N(ȳ − p). Obtenga una distribución
aproximada de ȳ para muestras grandes.

(d) (5 puntos) Obtenga la distribución asintótica de
√

N (ȳ−p)√
ȳ(1−ȳ)

.

2. (20 puntos) La covarianza muestral se define como Sxy = 1
N

∑N
i (xi − x̄)(yi − ȳ) y la covarianza

poblacional como σxy = E(xy) − E(x)E(y).

(a) (5 puntos) Demuestre que la covarianza muestral Sxy = 1
N

∑N
i (xi − x̄)(yi − ȳ) se puede

escribir como Sxy = 1
N

∑N
i [(xi − µx)(yi − µy)] − (x̄ − µx)(ȳ − µy) donde µx = E(x) y

µy = E(y).

(b) (5 puntos) Demuestre que la covarianza muestral es un estimador consistente de la
covarianza poblacional, Sxy

p−→ σxy.

(c) (10 puntos) Demuestre que
√

N(Sxy − σxy) d−→ Normal(0,E[(x − µx)2(y − µy)2] − σ2
xy).

3. (20 puntos) θ̂N es un estimador consistente y
√

N -asintóticamente normal del parámetro θ > 0.
Defina γ̂N = log(θ̂N ) como un estimador de γ = log(θ).

(a) (5 puntos) Demuestre que γ̂N es un estimador consistente de γ.
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(b) (10 puntos) Suponga que la varianza asintótica de
√

N(θ̂N − θ) es V . Encuentre la
distribución asintótica de

√
N(γ̂N − γ).

(c) (5 puntos) Encuentre la distribución asintótica de γ̂N . Suponga que se obtiene de una
muestra aleatoria que θ̂N = 4 y se(θ̂N ) = 2. Calcule γ̂N y su error estándar asintótico
se(γ̂N ).

4. (20 puntos) θ̂N = (θ̂1N , θ̂2N )′ es un estimador consistente y
√

N -asintóticamente normal del
vector θ = (θ1, θ2)′ donde θ2 ̸= 0. Defina γ̂N = θ̂1N /θ̂2N como un estimador de γ = θ1/θ2.

(a) (5 puntos) Demuestre que γ̂N es un estimador consistente de γ.

(b) (10 puntos) Encuentre la varianza asintótica de γ̂N (AVar(γ̂N )) en función de θ y la
varianza asintótica de θ̂N (AVar(θ̂N )).
Pista: Primero encuentre la distribución asintótica de

√
N(γ̂N − γ).

(c) (5 puntos) Suponga que se obtiene de una muestra aleatoria que θ̂N = (−1.5, 0.5)′ y una
estimación de AVar(θ̂N ) es (

1 −.4
−.4 2

)
.

Calcule γ̂N y su error estándar asintótico se(γ̂N ).
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